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Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan sisi r -dinamis yang
digeneralisasikan dari pewarnaan titik r - dinamis. Pewarnaan k -warna sisi r -
dinamis merupakan pewarnaan sisi untuk setiap uv di E(G) sedemikian sehingga
|c(N(uv))| = min{r, d(u) + d(v) − 2}, dimana N(uv) merupakan ketetanggaan
dari uv dan c(N(uv)) merupakan warna yang digunakan oleh sisi ketetanggaan
dari uv. Nilai k yang minimal sehingga graf G memenuhi pewarnaan k -warna
sisi r -dinamis disebut dengan bilangan kromatik sisi r dinamis yang dinotasikan
dengan λr

Observasi 1 Misal G adalah graf terhubung dan λ merupakan bilangan kro-
matik dinamis maka berlaku λr(G) ≤ λr+1(G). [?]

Berikut beberapa definisi operasi graf yang dipakai dalam penelitian ini.

Definisi 1 Shackle dari graf H dinotasikan dengan G = shack(H, v, n) adalah
graf G yang dibangun dari graf non trivial H1, H2, ..., Hn sedemikian hingga un-
tuk setiap 1 ≤ s, t ≤ n, Hs dan Ht tidak memiliki titik penghubung dimana
|s− t| ≥ 2 dan untuk setiap 1 ≤ i ≤ n− 1, Hi dan Hi+1 memiliki tepat satu titik
bersama v, disebut dengan titik penghubung dan k − 1 titik penghubung terse-
but adalah berbeda. Jika G = shack(H, v, n) titik penghubung digantikan dengan
subgraf K ⊂ H disebut dengan generalized shackle, dan dinotasikan dengan
G = gshack(H, K ⊂ H, n) [?].

Definisi 2 Amalgamasi dinotasikan dengan G = Amal(H, v, n) dimana setiap
H memiliki sebuah titik v yang menjadi titik terminal, dan r menyatakan banyak-
nya graf H yang diamalgamasi [1].

Terdapat beberapa hasil penelitian pewarnaan sisi r dinamis sebelumnya,
seperti Meganingtyas pada tesisya melakukan pewarnaan sisi r dinamis pada
graf khusus diantaranya yaitu graf lintasan (Pn), graf sikel (Cn), graf bintang
(Sn), graf roda (Wn), graf friendship (Fn), dan graf amalgamasi lintasan [?].
Pada penelitian ini, penulis akan mengangkat masalah bagaimana menemukan
nilai kromatik pewarnaan sisi r -dinamis graf hasil operasi.
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(G) [2]. Untuk mendapatkan nilai kromatik r dinamis dirumuskan
oleh Observasi 1 sebagai berikut.



Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait pewarnaan
sisi r -dinamis pada graf hasil operasi. Teorema yang pertama adalah nilai kro-
matik pada pewarnaan sisi r -dinamis dari graf gshack(H3, e, n) yang disajikan
dalam teorema berikut.

3 Teorema 0.1 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
gshack(H3, e, n) adalah:

λ(gshack(H3, e, n)) = λd(gshack(H3, e, n)) = λ3(gshack(H3, e, n)) = 4
λ4(gshack(H3, e, n)) = 6
λ5(gshack(H3, e, n)) = 7

λr≥6(gshack(H3, e, n)) = 9

Bukti.Gshack(H3, e, n), dengan n ≥ 3 memiliki himpunan titik dan himpunan
sisi V (gshack(H3, e, n)) = {wi, xi, yi; 1 ≤ i ≤ n}∪{zi; 1 ≤ i ≤ 2n + 2} dan
E(gshack(H3, e, n)) = {wixi, xiyi, xiz2i, xiz2i+1, yiz2i, yiz2i+1; 1 ≤ i ≤ n} ∪
{zizi+1; 1 ≤ i ≤ 2n + 1}, sehingga | V (gshack(H3, e, n)) |= 5n + 2 dan |
E(gshack(H3, e, n)) |= 8n + 1, serta ∆(gshack(H3, e, n)) = 4.
Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa ∆(G) ≤ λ(G) ≤ ∆(G) + 1, sehingga
λ(gshack(H3, e, n)) ≥ 4. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ(gshack(H3,

e, n)) ≤ 4 dengan mewarnai E(gshack(H3, e, n)) seperti pada fungsi c4. Misal
D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c4 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c4 : E(gshack(H3,

e, n)) → D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

c4(w1x1, w2x2, . . . , wn−1xn−1, wnxn) = 11 . . . 11
c4(x1y1, x2y2, . . . , xn−1yn−1, xnyn) = 22 . . . 22

c4(x1z2, x2z4, . . . , wn−1z2(n−1), wnz2n) = 44 . . . 44
c4(x1z3, x2z5, . . . , wn−1z2(n+1), wnz2n+1) = 33 . . . 33

c4(y1z2, y2z4, . . . , yn−1z2(n−1), ynz2n) = 33 . . . 33
c4(y1z3, y2z5, . . . , yn−1z2(n+1), ynz2n+1) = 44 . . . 44

c4(z1z2, z2z3, . . . , z2nz2n+1, z2n+1z2n+2) = 1 21 . . . 21

Dari fungsi pewarnaan c4 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ(gshack

(H3, e, n)) ≤ 4. Karena λ(gshack(H3, e, n)) ≤ 4 dan λ(gshack(H3, e, n)) ≥ 4,
maka λ(gshack(H3, e, n)) = 4, sehingga λ(gshack(H3, e, n)) = λ2(gshack (H3, e,

n)) = λ3(gshack(H3, e, n)) = 4.
Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ4(G) ≥ λ3(G), maka λ4(gshack(H3,
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e, n)) ≥ 4. Misal λ4(gshack(H3, e, n)) = 4 seperti fungsi pewarnaan c4 maka
definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi
x1y1 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = 5, |c(N(e))| = 3 dan min{r, d(u) + d(v)− 2} =
min{4, 5} = 4, sehingga 3 � 4. Misal λ4(gshack(H3, e, n)) = 5 seperti pewar-
naan yang diilustrasikan oleh Gambar 4.7 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi x1z3 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = 6,
|c(N(e))| = 3 dan min{r, d(u) + d(v)− 2} = min{4, 6} = 4, sehigga 3 � 4. Jadi
batas bawah yang lebih baik yaitu λ4(gshack(H3, e, n)) ≥ 6.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ4(gshack(H3, e, n)) ≤ 6
dengan mewarnai E(gshack(H3, e, n)) seperti pada fungsi c5

5 merupakan fungsi yang memetakan
setiap sisi ke himpunan warna D, c5 : E(gshack(H3, e, n)) → D, sehingga
pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c5(w1x1, w2x2, . . . , wn−1xn−1, wnxn) = 11 . . . 11
c5(x1y1, x2y2, . . . , xn−1yn−1, xnyn) = 22 . . . 22

c5(x1z2, x2z4, . . . , wn−1z2(n−1), wnz2n) = 44 . . . 44
c5(x1z3, x2z5, . . . , wn−1z2(n+1), wnz2n+1) = 66 . . . 66

c5(y1z2, y2z4, . . . , yn−1z2(n−1), ynz2n) = 33 . . . 33
c5(y1z3, y2z5, . . . , yn−1z2(n+1), ynz2n+1) = 55 . . . 55

c5(z1z2, z2z3, . . . , z2nz2n+1, z2n+1z2n+2) = 1 21 . . . 21

Dari fungsi pewarnaan c5 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ4(gshack

(H3, e, n)) ≤ 6. Karena λ4(gshack(H3, e, n)) ≤ 6 dan λ4(gshack(H3, e, n)) ≥ 6,
maka λ4(gshack(H3, e, n)) = 6.
Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ5(G) ≥ λ4(G), maka λ5(gshack

(H3, e, n)) ≥ 6. Misal λ5(gshack(H3, e, n)) = 6 seperti fungsi pewarnaan c5

maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh
sisi x1z2 diperoleh d(u) + d(v) − 2 = 6, |c(N(e))| = 4 dan min{r, d(u) + d(v) −
2} = min{5, 6} = 5, maka 4 � 5. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu
λ5(gshack(H3, e, n)) ≥ 7. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ5(gshack(H3,

e, n)) ≤ 7 dengan mewarnai E(gshack(H3, e, n)) seperti pada fungsi c6. Misal
D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c6 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c6 : E(gshack(H3,

e, n)) → D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

c6(w1x1, w2x2, . . . , wn−1xn−1, wnxn) = 11 . . . 11

c6(x1y1, x2y2, . . . , xn−1yn−1, xnyn) =

{
27 . . . 27 2, n ganjil
27 . . . 27, n genap
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. Misal D = {1, 2, . . . ,

k}adalah himpunan warna dari k-warna maka c



c6(x1z2, x2z4, . . . , wn−1z2(n−1), wnz2n) = 44 . . . 44
c6(x1z3, x2z5, . . . , wn−1z2(n+1), wnz2n+1) = 66 . . . 66

c6(y1z2, y2z4, . . . , yn−1z2(n−1), ynz2n) = 33 . . . 33
c6(y1z3, y2z5, . . . , yn−1z2(n+1), ynz2n+1) = 55 . . . 55

c6(z1z2, z2z3, . . . , z2nz2n+1, z2n+1z2n+2) =

{
1 7121 . . . 7121 71, n ganjil
1 7121 . . . 7121, n genap

Dari fungsi pewarnaan c6 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ5(gshack

(H3, e, n)) ≤ 7. Karena λ5(gshack(H3, e, n)) ≤ 7 dan λ5(gshack(H3, e, n)) ≥ 7,
maka λ5(gshack(H3, e, n)) = 7.
Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ6(G) ≥ λ5(G), maka λ6(gshack

(H3, e, n)) ≥ 7. Misal λ6(gshack(H3, e, n)) = 7 seperti fungsi pewarnaan c6

maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh
sisi x1z2 diperoleh d(u)+d(v)−2 = 6, |c(N(e))| = 5 dan min{r, d(u)+d(v)−2} =
min{6, 6} = 6, maka 5 � 6. Misal λ6(gshack(H3, e, n)) = 8 seperti pewarnaan
yang diilustrasikan oleh Gambar 4.8 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak
terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi x1z3 diperoleh d(u) + d(v) − 2 = 6,
|c(N(e))| = 5 dan min{r, d(u) + d(v) − 2} = min{6, 6} = 6, maka 5 � 6. Jadi
batas bawah yang lebih baik yaitu λ6(gshack(H3, e, n)) ≥ 9.

Selanjutnya unuk menunjukkan bahwa λ6(gshack(H3, e, n)) ≤ 9 dengan
mewarnai E(gshack(H3, e, n)) seperti pada fungsi c7. Misal D = {1, 2, . . . , k}
adalah himpunan warna dari k-warna maka c7 merupakan fungsi yang memetakan
setiap sisi ke himpunan warna D, c7 : E(gshack(H3, e, n)) → D, sehingga
pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c7(w1x1, w2x2, . . . , wn−1xn−1, wnxn) = 88 . . . 88

c7(x1y1, x2y2, . . . , xn−1yn−1, xnyn) =

{
27 . . . 27 2, n ganjil
27 . . . 27, n genap

c7(x1z2, x2z4, . . . , wn−1z2(n−1), wnz2n) = 44 . . . 44
c7(x1z3, x2z5, . . . , wn−1z2(n+1), wnz2n+1) = 66 . . . 66

c7(y1z2, y2z4, . . . , yn−1z2(n−1), ynz2n) = 33 . . . 33
c7(y1z3, y2z5, . . . , yn−1z2(n+1), ynz2n+1) = 55 . . . 55

c7(z1z2, z2z3, . . . , z2nz2n+1, z2n+1z2n+2) =

{
1 7921 . . . 7921 79, n ganjil
1 7921 . . . 7921, n genap

Dari fungsi pewarnaan c7 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 6-dinamis adalah
λ6(gshack(H3, e, n)) ≤ 9. Karena λ6(gshack(H3, e, n)) ≤ 9 dan λ6(gshack(H3, e,

n)) ≥ 9, maka λ6(gshack(H3, e, n)) = 9. Pada graf gshack(H3, e, n) nilai dari
max{d(u) + d(v)− 2} = 6. Dengan demikian fungsi pewarnaan c7 juga berlaku
untuk r lainnya, dimana r ≥ 6. Hal ini disebabkan pada saat r ≥ 6 nilai min{r,
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max{d(u) + d(v) − 2}} = max{d(u) + d(v) − 2} = 6. Oleh karena itu, nilai
bilangan kromatik dinamis λr>6(gshack(H3, e, n)) = λ6(gshack(H3, e, n)) = 9.
Berdasarkan uraian diatas, maka Teroema 2.1 terbukti. 2

Selanjutnya adalah Teorema nilai kromatik pewarnaan sisi r -dinamis dari
graf hasil operasi amal(Bt3, v, n), berikut Teorema beserta pembuktiannya.

3 Teorema 0.2 Untuk n ≥ 3, bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
amal(Bt3, v, n) adalah:

λr≤n(amal(Bt3, v, n)) = 2n

λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3, v, n)) =

{
2n + 1, n = 3
2n, n > 3

λr=2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1
λr=2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 3
λr≥2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 5

Bukti.Amal(Bt3, v, n) memiliki himpunan titik V (amal(Bt3, v, n)) = {xi, yi, z
i
1,

zi
2; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {p} dan himpunan sisi E(Bt3, v, n)) = {xiyi, xiz

i
1, xiz

i
2, pxi, pyi,

yiz
i
1, yiz

i
2; 1 ≤ i ≤ n}, sehingga | V (amal(Bt3, v, n)) |= 4n+1 dan | E(amal(Bt3,

v, n)) | = 7n, serta ∆(amal(Bt3, v, n)) = 2n.
Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa ∆(G) ≤ λ(G) ≤ ∆(G) + 1, sehingga
λ(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ(amal(Bt3, v,

n)) ≤ 2n dengan mewarnai E(amal(Bt3, v, n)) seperti pada fungsi c14. Misal
D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c14 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c14 : E(amal(Bt3, v, n))
→ D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

a. untuk n = 3

c14(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c14(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c14(xiyi) =

{
2n− 1, i = 1
2i− 3, 2 ≤ i ≤ n

c14(xiz
i
1) =

{
2i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1
1, i = n

c14(yiz
i
1) =

{
2i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 1
2, i = n
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c14(xiz
i
2) =

{
6, i = 1
2i− 2, 2 ≤ i ≤ 3

c14(yiz
i
2) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

b. untuk n > 3

c14(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c14(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c14(xiyi) =

{
2n− 1, i = 1
2i− 3, 2 ≤ i ≤ n

c14(xiz
i
1) =

{
2i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1
1, i = n

c14(yiz
i
1) =

{
2i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 1
2, i = n

c14(xiz
i
2) =





2i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 2
1, i = n− 1
3, i = n

c14(yiz
i
2) =





2i + 4, 1 ≤ i ≤ n− 2
4, i = n− 1
2, i = n

Dari fungsi pewarnaan c14 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ(amal

(Bt3, v, n)) ≤ 2n. Karena λ(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n dan λ(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n,
maka λ(amal(Bt3, v, n)) = 2n, sehingga λ(amal(Bt3, v, n)) = ... = λn(amal(Bt3,

v, n)) = 2n.
Kasus 2. Terdapat dua syarat untuk membuktikan λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3,

v, n)) yaitu sebagai berikut;

a. untuk n = 3
Berdasarkan Observasi 1 bahwa λn+1(G) ≥ λn(G), maka λn+1(amal (Bt3,

v, n)) ≥ 2n. Misal λn+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n seperti fungsi pewarnaan
c14 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini dise-
babkan oleh sisi z1

2x1 diperoleh d(u) + d(v) − 2 = 4, |c(N(e))| = 3 dan
min{r, d(u) + d(v) − 2} = min{4, 4} = 4, sehingga 3 � 4. Jadi, batas
bawah yang lebih baik yaitu λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 1.
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b. untuk n > 3
Berdasarkan Observasi 1 bahwa λn+1(G) ≥ λn(G), maka λn+1(amal(Bt3,

v, n)) ≥ 2n. Misal λn+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n seperti pada fungsi pewar-
naan c14, maka tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih besar
atau sama dengan nilai antara dari r dan jumlah derajat kedua titik yang
bertetangga dikurangi 2, sehingga fungsi c14 bagian b juga berlaku untuk
n + 1 dinamis, maka λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n.

Selanjutnya untuk menunjukan bahwa λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n+1 dan λn+1

(amal (Bt3, v, n)) ≤ 2n dengan mewarnai E(amal(Bt3, v, n)) seperti pada fungsi
c15. Misal D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c15

merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c15 :
E(amal(Bt3, v, n)) → D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D

adalah sebagai berikut:

a. untuk n = 3

c15(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c15(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c15(xiyi) = 2n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c15(xiz
i
1) =

{
2i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1
1, i = n

c15(yiz
i
1) =

{
2i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 1
2, i = n

c15(xiz
i
2) =





2i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 2
1, i = n− 1
3, i = n

c15(yiz
i
2) =





2i + 4, 1 ≤ i ≤ n− 2
4, i = n− 1
2, i = n

b. untuk n > 3

c15(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c15(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c15(xiyi) =

{
2n− 1, i = 1
2i− 3, 2 ≤ i ≤ n

c15(xiz
i
1) =

{
2i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1
1, i = n

Kiki, et.al: Nilai Kromatik pada Graf Hasil Operasi 79



c15(yiz
i
1) =

{
2i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 1
2, i = n

c15(xiz
i
2) =





2i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 2
1, i = n− 1
3, i = n

c15(yiz
i
2) =





2i + 4, 1 ≤ i ≤ n− 2
4, i = n− 1
2, i = n

Dari fungsi pewarnaan c15 terlihat bahwa;

a. untuk n = 3
Bilangan kromatik sisi adalah λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 1. Karena
λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 1 dan λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 1, maka
λn+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1, sehingga λn+1(amal(Bt3, v, n)) = · · · =
λ2n−1 (amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1

b. untuk n > 3
Bilangan kromatik sisi adalah λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n. Karena λn+1

(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n dan λn+1(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n, maka λn+1(amal

(Bt3, v, n)) = 2n, sehingga λn+1(amal(Bt3, v, n)) = ... = λ2n−1(amal(Bt3,

v, n)) = 2n.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ2n(G) ≥ λ2n−1(G), maka terdapat
dua kemungkinan yaitu λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n+1 dan λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≥
2n. Misal λ2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1 seperti pada fungsi pewarnaan c15

bagian a, maka tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih be-
sar atau sama dengan nilai minimal antara r dan jumlah derajat kedua titik
yang bertetangga dikurangi 2, sehingga fungsi tesebut juga berlaku untuk 2n
dinamis dengan n = 3, maka λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 1. Sedangkan untuk
n > 3, misal λ2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n seperti fungsi pewarnaan c15 bagian
b maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan
oleh sisi px1 diperoleh d(u) + d(v) − 2 = 2n + 2, |c(N(e))| = 2n − 1 dan
min{r, d(u) + d(v) − 2} = min{2n, 2n + 2} = 2n, sehingga 2n − 1 � 2n.
Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 1. Se-
hingga dapat disimpulkan bahwa λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 1. Selanjutnya
untuk menunjukkan bahwa λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 1 dengan mewarnai
E(amal(Bt3, v, n)) seperti pada fungsi c16. Misal D = {1, 2, . . . , k} adalah him-
punan warna dari k-warna dan c16 merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi
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ke himpunan warna D, c16 : E(amal(Bt3, v, n)) → D, sehingga pemetaan setiap
sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c16(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c16(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c16(xiyi) = 2n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c16(xiz
i
1) =

{
2i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1
1, i = n

c16(yiz
i
1) =

{
2i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 1
2, i = n

c16(xiz
i
2) =





2i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 2
1, i = n− 1
3, i = n

c16(yiz
i
2) =





2i + 4, 1 ≤ i ≤ n− 2
4, i = n− 1
2, i = n

Dari fungsi pewarnaan c16 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ2n(amal

(Bt3, v, n)) ≤ 2n+1. Karena λ2n(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n+1 dan λ2n(amal(Bt3, v,

n)) ≥ 2n + 1, maka λ2n(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1.
Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ2n+1(G) ≥ λ2n(G), maka λ2n+1

(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n+1. Misal λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n+1 seperti fungsi
pewarnaan c16 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini
disebabkan oleh sisi px1 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = 2n + 2, |c(N(e))| = 2n dan
min{r, d(u) + d(v)− 2} = min{2n + 1, 2n + 2} = 2n + 1, sehingga 2n � 2n + 1.
Misal λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n+2 seperti yang diilustrasikan oleh pewaraan
graf amal(Bt3, v, 4) pada Gambar 4.18, maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi px1 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = 10,
|c(N(e))| = 8 dan min{r, d(u) + d(v) − 2} = min{9, 10} = 9, maka 8 � 9. Jadi,
batas bawah yang lebih baik yaitu λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 3.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) ≤
2n + 3 dengan mewarnai E(amal(Bt3, v, n)) seperti pada fungsi c17. Misal D =
{1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c17 merupakan fungsi
yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c17 : E(amal(Bt3, v, n))→ D,
sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c17(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c17(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c17(xiyi) = 2n + 3; 1 ≤ i ≤ n
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c17(xiz
i
1) = 2n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c17(yiz
i
1) = 2n + 2; 1 ≤ i ≤ n

c17(xiz
i
2) =





2i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 2
1, i = n− 1
3, i = n

c17(yiz
i
2) =





2i + 4, 1 ≤ i ≤ n− 2
4, i = n− 1
2, i = n

Dari fungsi pewarnaan c17 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ2n+1

(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 3. Karena λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 3 dan
λ2n+1(amal (Bt3, v, n)) ≥ 2n + 3, maka λ2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 3.
Kasus 5. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λ2n+2(G) ≥ λ2n+1(G), maka λ2n+2

(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n+3. Misal λ2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n+3 seperti fungsi
pewarnaan c17 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini
disebabkan oleh sisi px1 diperoleh d(u)+d(v)−2 = 2n+2, |c(N(e))| = 2n+1 dan
min{r, d(u)+d(v)−2} = min{2n+2, 2n+2} = 2n+2, sehingga 2n+1 � 2n+2.
Misal λ2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n+4 seperti yang diilustrasikan oleh pewaraan
graf amal(Bt3, v, 4) pada Gambar 4.19, maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi px1 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = 10,
|c(N(e))| = 9 dan min{r, d(u) + d(v)− 2} = min{10, 10} = 10, sehingga 9 � 10.
Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu λ2n+2(amal (Bt3, v, n)) ≥ 2n + 5.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ2n+2(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n +
5 dengan mewarnai E(amal(Bt3, v, n)) seperti pada fungsi c18. Misal D =
{1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna dan c18 merupakan fungsi
yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c18 : E(amal(Bt3, v, n))→ D,
sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c18(pxi) = 2i− 1; 1 ≤ i ≤ n

c18(pyi) = 2i; 1 ≤ i ≤ n

c18(xiyi) = 2n + 5; 1 ≤ i ≤ n

c18(xiz
i
1) = 2n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c18(yiz
i
1) = 2n + 2; 1 ≤ i ≤ n

c18(xiz
i
2) = 2n + 3; 1 ≤ i ≤ n

c18(yiz
i
2) = 2n + 4; 1 ≤ i ≤ n

Dari fungsi pewarnaan c18 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λ2n+2

(amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 5. Karena λ2n+2 (amal(Bt3, v, n)) ≤ 2n + 5 dan λ2n+2

(amal(Bt3, v, n)) ≥ 2n + 5, maka λ2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 5. Pada graf
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amal(Bt3, v, n) nilai dari max{d(u) + d(v) − 2} = 2n + 2. Dengan demikian
fungsi pewarnaan c18 juga berlaku untuk r lainnya, dimana r ≥ 2n + 2. Hal
ini disebabkan pada saat r ≥ 2n + 2 nilai min{r, max{d(u) + d(v) − 2}} =
max{d(u)+d(v)−2} = 2n+2. Oleh karena itu, nilai bilangan kromatik dinamis
λr>2n+2(amal(Bt3, v, n)) = λ2n+2(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 5. Berdasarkan ura-
ian diatas, maka Teorema 2.2 terbukti. 2

Selanjutnya adalah Teorema nilai kromatik pewarnaan sisi r -dinamis dari
graf hasil operasi Amal(S4, v, n), berikut Teorema beserta pembuktiannya.

3 Teorema 0.3 Untuk n ≥ 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
amal(S4, v, n) adalah:

λr≤n−1(amal(S4, v, n)) =

{
4, n = 3
n, n > 3

λr=n(amal(S4, v, n)) = n + 1
λr=n+1(amal(S4, v, n)) = n + 2
λr≥n+2(amal(S4, v, n)) = n + 3

Bukti. Amal(S4, v, n) memiliki himpunan titik V (amal(S4, v, n)) = {xi, y
i
j ; 1 ≤

i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 3} ∪ {p} dan himpunan sisi E(amal (S4, v, n)) = {xiy
i
j ; 1 ≤ i ≤

n, 1 ≤ j ≤ 3} ∪ {pxi; 1 ≤ i ≤ n}, sehingga p =| V (amal(S4, v, n)) | = 4n + 1
dan q =| E(amal(S4, v, n)) |= 4n, serta ∆(amal(S4, v, n)) = 4 untuk n = 3 dan
∆(amal(S4, v, n)) = n untuk n > 3.
Kasus 1. Terdapat dua syarat untuk membuktikan λr≤n−1(amal(S4, v, n)) yaitu
sebagai berikut;

a. untuk n = 3
Berdasarkan Teorema 1 bahwa ∆(G) ≤ λ(G) ≤ ∆(G)+1, sehingga λ(amal

(S4, v, n)) ≥ 4.

b. untuk n > 3
Berdasarkan Teorema 1 bahwa ∆(G) ≤ λ(G) ≤ ∆(G)+1, sehingga λ(amal

(S4, v, n)) ≥ n.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa λ(amal(S4, v, n)) ≤ 4 dan λ(amal

(S4, v, n)) ≤ n dengan mewarnai E(amal(S4, v, n)) seperti pada fungsi c19. Misal
D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c19 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, c19 : E(amal(S4, v, n))
→ D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:
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a. untuk n = 3

c19(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ 3

c19(xiy
i
1) =

{
1, i = 3
i + 1, i = 1, 2

c19(xiy
i
2) =

{
i− 1, i = 2, 3
3, i = 1

c19(xiz
i
3) = 4; 1 ≤ i ≤ 3

b. untuk n > 3

c19(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ n

c19(xiy
i
1) =

{
1, i = n

i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1

c19(xiy
i
2) =





1, i = n− 1
2, i = n

i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 2

c19(xiz
i
3) =





1, i = n− 2
2, i = n− 1
3, i = n

i + 3, 1 ≤ i ≤ n− 3

Dari fungsi pewarnaan c19 terlihat bahwa;

a. untuk n = 3
Bilangan kromatik sisi adalah λ(amal(S4, v, n)) ≤ 4. Karena λ(amal(S4,

v, n)) ≤ 4 dan λ(amal(S4, v, n)) ≥ 4, maka λ(amal(S4, v, n)) = 4, sehingga
λ(amal(S4, v, n)) = ... = λn−1(amal(S4, v, n)) = 4

b. untuk n > 3
Bilangan kromatik sisi adalah λ(amal(S4, v, n)) ≤ n. Karena λ(amal(S4, v,

n)) ≤ n dan λ(amal(S4, v, n)) ≥ n, maka λ(amal(S4, v, n)) = n, sehingga
λ(amal(S4, v, n)) = ... = λn−1(amal(S4, v, n)) = n.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λn(G) ≥ λn−1(G), maka terdapat
dua kemungkinan yaitu λn(amal(S4, v, n)) ≥ 4 atau λn(amal(S4, v, n)) ≥ n.
Misal λn(amal(S4, v, n)) = 4 seperti pada fungsi pewarnaan c19 bagian a, maka
tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih besar atau sama den-
gan nilai minimal antara r dan jumlah derajat kedua titik yang bertetangga
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dikurangi 2 sehingga fungsi pewarnaan c19 bagian a juga berlaku untuk n di-
namis dengan n = 3, maka λn(amal(S4, v, n)) ≥ 4. Sedangkan untuk n > 3
misal λn(amal(S4, v, n)) = n seperti fungsi pewarnaan c19 bagian b maka defin-
isi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi px1

diperoleh d(u)+d(v)−2 = n+2, |c(N(e))| = n−1 dan min{r, d(u)+d(v)−2} =
min{n, n + 2} = n, sehingga n − 1 � n. Jadi, batas bawah yang paling
baik yaitu λn(amal(S4, v, n)) ≥ n + 1. Dari n dinamis dengan n = 3 adalah
λn(amal(S4, v, n)) = 4 terlihat bahwa λn(amal(S4, v, n)) = n + 1. Sehingga da-
pat disimpulkan bahwa λn(amal(S4, v, n)) ≥ n + 1. Selanjutnya untuk menun-
jukkan bahwa λn(amal(S4, v, n)) ≤ n + 1 de-ngan mewarnai E(amal(S4, v, n))
seperti pada fungsi c20. Misal D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari
k-warna maka c20 merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan
warna D, c20 : E(amal(S4, v, n)) → D, sehingga pemetaan setiap sisi ke him-
punan warna D adalah sebagai berikut:

a. untuk n = 3

c20(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ 3

c20(xiy
i
1) =

{
1, i = 3
i + 1, i = 1, 2

c20(xiy
i
2) =

{
i− 1, i = 2, 3
3, i = 1

c20(xiz
i
3) = 4; 1 ≤ i ≤ 3

b. untuk n > 3

c20(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ n

c20(xiy
i
1) =

{
1, i = n

i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1

c20(xiy
i
2) =





1, i = n− 1
2, i = n

i + 2, 1 ≤ i ≤ n− 2

c20(xiz
i
3) = n + 1

Dari fungsi pewarnaan c20 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λn(amal

(S4, v, n)) ≤ n + 1. Karena λn(amal(S4, v, n)) ≤ n + 1 dan λn(amal(S4, v, n)) ≥
n + 1, maka λn(amal(S4, v, n)) = n + 1.

Kiki, et.al: Nilai Kromatik pada Graf Hasil Operasi 85



Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λn+1(G) ≥ λn(G), maka λn+1 (amal

(S4, v, n)) ≥ n + 1. Misal λn+1(amal(S4, v, n)) = n + 1 seperti fungsi pewarnaan
c20 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan
oleh sisi px1 diperoleh d(u) + d(v)− 2 = n + 2, |c(N(e))| = n dan min{r, d(u) +
d(v)−2} = min{n+1, n+2} = n+1, sehingga n � n+1. Jadi, batas bawah yang
paling baik yaitu λn+1(amal(S4, v, n)) ≥ n+2. Selanjutnya untuk menunjukkan
bahwa λn+1(amal(S4, v, n)) ≤ n + 2 dengan mewarnai E(amal(S4, v, n)) seperti
pada fungsi c21. Misal D = {1, 2, . . . , k} adalah himpunan warna dari k-warna
dan c21 merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D,
c21 : E(amal(S4, v, n)) → D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna
D adalah sebagai berikut:

c21(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ n

c21(xiy
i
1) = n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c21(xiy
i
2) =

{
1, i = n

i + 1, 1 ≤ i ≤ n− 1

c21(xiz
i
3) = n + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dari fungsi pewarnaan c21 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λn+1

(amal (S4, v, n)) ≤ n+2. Karena λn+1(amal (S4, v, n)) ≤ n+2 dan λn+1(amal(S4,

v, n)) ≥ n + 2, maka λn+1(amal(S4, v, n)) = n + 2.
Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa λn+2(G) ≥ λn+1(G), maka λn+2

(amal(S4, v, n)) ≥ n+2. Misal λn+2(amal(S4, v, n)) = n+2 maka fungsi pewar-
naannya adalah pada c21. Dengan demikian untuk d(u)+d(v)−2 = n+2, misal
px1, |c(N(e))| = n+1 dan min{r, d(u)+d(v)−2} = min{n+2, n+2} = n+2, maka
n + 1 � n + 2. Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu λn+2(amal(S4, v, n)) ≥
n + 3. Selanjutnya akan ditunjukan bahwa λn+2(amal(S4, v, n)) ≤ n + 3 den-
gan mewarnai E(amal(S4, v, n)) seperti pada fungsi c22. Misal D = {1, 2, . . . , k}
adalah himpunan warna dari k-warna dan c22 merupakan fungsi yang memetakan
setiap sisi ke himpunan warna D, c22 : E(amal(S4, v, n))→ D, sehingga pemetaan
setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

c22(pxi) = i; 1 ≤ i ≤ n

c22(xiy
i
1) = n + 1; 1 ≤ i ≤ n

c22(xiy
i
2) = n + 2; 1 ≤ i ≤ n

c22(xiz
i
3) = n + 3; 1 ≤ i ≤ n

Dari fungsi pewarnaan c22 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah λn+2

(amal (S4, v, n)) ≤ n+3. Karena λn+2(amal(S4, v, n)) ≤ n+3 dan λn+2(amal(S4,

v, n)) ≥ n + 3, maka λn+2(amal(S4, v, n)) = n + 3. Pada graf amal(S4, v, n) ni-
lai max{d(u) + d(v) − 2} = n + 2. Dengan demikian fungsi pewarnaan c21
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juga berlaku untuk r lainnya, dimana r ≥ n + 2. Hal ini disebabkan oleh nilai
min{r,max{d(u) + d(v) − 2} = n + 2. Oleh karena itu, nilai kromatik dinamis
λr>n+2(amal(S4, v, n)) = λn+2(amal(S4, v, n)) = n + 3. Berdasarkan uraian di-
atas, maka Teorema 2.3 terbukti. 2

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa
Graf gshack(H3, e, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λ(gshack (H3, e, n)) = λd(gshack

(H3, e, n)) = λ3(gshack(H3, e, n)) = 4, λ4(gshack(H3, e, n)) = 6, λ5(gshack(H3,

e, n)) = 7, dan λr≥6(gshack(H3, e, n)) = 9. Graf amal(Bt3, v, n) dengan n ≥ 3
diperoleh λr≤n(amal(Bt3, v, n)) = 2n, λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3, v, n)) = 2n + 1,
untuk n = 3 dan λn+1≤r≤2n−1(amal(Bt3, v, n)) = 2n untuk n > 3, λr=2n(amal

(Bt3, v, n)) = 2n+1, λr=2n+1(amal(Bt3, v, n)) = 2n+3, serta λr≥2n+2(amal(Bt3,

v, n)) = 2n + 5. Graf amal(S4, v, n) dengan n ≥ 3 diperoleh λr≤n−1(amal(S4, v,

n)) = 4 untuk n = 3 dan λr≤n−1(amal(S4, v, n)) = n untuk n > 3, λr=n(amal(S4,

v, n)) = n + 1, λr=n+1(amal(S4, v, n)) = n + 2, Serta λr≥n+2(amal(S4, v, n)) =
n + 3.

m, e, n),
Amal(Btm m, v, n).
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Masalah Terbuka 1 Tentukan nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari
grafhasil operasi shaclke dan amalgamasi antara dua graf yang lain. Tentukan
ni-lai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari graf hasil operasi gshack(H

, v, n) dan Amal(S
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