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Abstract

Let & = (V(G), E(G)) be connected nontrivial graph. Edge coloring is de-
fined as ¢ : E(G) — {1.2,...,k}.k € N, with the conditions no edges adja-
cent having the same color. Coloring k-color edges r-dynamic is edges color-
ing as much as k color such that every edges in E(G) with adjacent at least
min{r, d(u) + d(v) — 2} have different color. An Edge r dynamic is a proper e
of E(G) such that |e(N(uv))| = min{r, d(u) + d(v) — 2}, for each edge N (uv) is
the neighborhood of wy and (N (uv)) is color used to with adjacent edges of uwv.
the edge r-dynamic chromatic number, written as A(G'), is the minimum & such
that (¢ has an edge r-dynamic Ek-coloring. chromatic number 1-dynamic writ-
ten as A(G'), chromatic number 2-dynamic written as Ay{G) And for chromatic
number r-dynamic written as }.(Gj. A graph is used in this research namely
gshack(Hs, e, n), amal(Bts, v, n) and amal (S, v, n).

Keywords: r-dynamic coloring, r-dyvnamic chromatic number, graph operations.
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Pendahuluan

Suatu graf & terdiri dari dua himpunan vaitu himpunan V dan E. Him-
punan V merupakan himpunan yang elemen-elemennya dinamalean titik (ver-
ter). Himpunan E merupakan himpunan yvang elemen-elemennya dinamakan
sisl (edge). Sehingga suatu graf & dapat disimbolkan G{V.E) . Sebuah graf
& dimungkinkan tidak memiliki sisi, tetapl harus memiliki titik minimal satu.
Sebuah graf vang tidak memiliki sisi tetapi memiliki sebuah titik saja disebut
dengan graf trivial [10]. Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan
graf. Pewarnaan graf merupakan suatu fungsi yang memetakan unsur-unsur graf
(titik dan sisi) ke suatu sembarang himpunan. Jika daerah asal adalah sebuah
sisi disebut dengan pewarnaan sisi. Jika daerah asal adalah titik maka dise-
but dengan pewarnaan titik [?]. Misalkan &' = (V (&), E(G)) adalah suatu graf
terhubung tak-trivial. Suatu pewarnaan terhadap sisi-sisi (¢ didefinisikan seba-
gal e : E(G) — {1.2,....k}.k & N, dimana dua sisi yang bertetangga memiliki
warna yvang berbeda. Penggpunaan warna yvang palng minimum disebut dengan

bilangan kromatik, dan selalu memenuhi Teorema 1 sebagai berilout.

Teorema 1 Jika G adalah graf sederhana, maka A(G) < MG) = A(G) + 1
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Salah satu kajian dalam teori graf adalah pewarnaan sisi r-dinamis yang
digeneralisasikan dari pewarnaan titik r- dinamis. Pewarnaan k-warna sisi r-
dinamis merupakan pewarnaan sisi untuk setiap uv di F(G) sedemikian sehingga
le(N (uv))| = min{r,d(u) + d(v) — 2}, dimana N (uv) merupakan ketetanggaan
dari uv dan ¢(N(uv)) merupakan warna yang digunakan oleh sisi ketetanggaan
dari wv. Nilai & yang minimal sehingga graf G memenuhi pewarnaan k-warna
sisi r-dinamis disebut dengan bilangan kromatik sisi » dinamis yang dinotasikan
dengan \.(G) [2]. Untuk mendapatkan nilai kromatik r dinamis dirumuskan

oleh Observasi 1 sebagai berikut.

Observasi 1 Misal G adalah graf terhubung dan A merupakan bilangan kro-
matik dinamis maka berlaku A\ (G) < A\11(G). [?]

Berikut beberapa definisi operasi graf yang dipakai dalam penelitian ini.

Definisi 1 Shackle dari graf H dinotasikan dengan G = shack(H,v,n) adalah
graf G yang dibangun dart graf non trivial Hy, Ha, ..., H, sedemikian hingga un-
tuk setiap 1 < s,t < n, Hs dan H; tidak memiliki titik penghubung dimana
|s —t| > 2 dan untuk setiap 1 <i<mn-—1, H; dan H;y1 memiliki tepat satu titik
bersama v, disebut dengan titik penghubung dan k — 1 titik penghubung terse-
but adalah berbeda. Jika G = shack(H,v,n) titik penghubung digantikan dengan
subgraf K C H disebut dengan generalized shackle, dan dinotasikan dengan
G = gshack(H,K C H,n) [?].

Definisi 2 Amalgamasi dinotasikan dengan G = Amal(H,v,n) dimana setiap
H memiliki sebuah titik v yang menjadi titik terminal, dan r menyatakan banyak-

nya graf H yang diamalgamasi [1].

Terdapat beberapa hasil penelitian pewarnaan sisi r dinamis sebelumnya,
seperti Meganingtyas pada tesisya melakukan pewarnaan sisi r dinamis pada
graf khusus diantaranya yaitu graf lintasan (P,), graf sikel (C,), graf bintang
(Sn), graf roda (W,,), graf friendship (F},), dan graf amalgamasi lintasan [?].
Pada penelitian ini, penulis akan mengangkat masalah bagaimana menemukan

nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis graf hasil operasi.
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Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait pewarnaan
sisi r-dinamis pada graf hasil operasi. Teorema yang pertama adalah nilai kro-
matik pada pewarnaan sisi r-dinamis dari graf gshack(Hs, e, n) yang disajikan

dalam teorema berikut.

<& Teorema 0.1 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada grof G =
gshack(Hs,e,n) adalah:

Agshack(Hs,e,n)) = \g(gshack(Hs,e,n)) = \3(gshack(Hs,e,n)) = 4
M (gshack(Hs,e,n)) =6
As(gshack(Hs,e,n)) =7
Ar>6(gshack(Hs,e,n)) =9

Bukti.Gshack(Hs, e,n), dengan n > 3 memiliki himpunan titik dan himpunan
sisi V(gshack(Hs,e,n)) = {wi,zi,yi;1 < i < npU{z;1 < i < 2n+ 2} dan
E(gshack(Hs,e,n)) = {wiz;, vy;, Tizoi, Tiz2it1, YiZoi,Viz2i+1;1 < i < np U
{zizit1;1 < i < 2n + 1}, sehingga | V(gshack(Hs,e, n)) |= 5n + 2 dan |
E(gshack(Hs,e,n)) |= 8n + 1, serta A(gshack(Hs,e,n)) = 4.

Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(G) < A(G) < A(G) + 1, sehingga
A(gshack(Hs,e,n)) > 4. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa A(gshack(Hs,
e,n)) < 4 dengan mewarnai F(gshack(Hs,e,n)) seperti pada fungsi ¢4. Misal
D = {1,2,..., k} adalah himpunan warna dari k-warna maka ¢, merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢4 : E(gshack(Hs,
e,n)) — D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

cq(Wy Ty, Waka, . .., Wp—1Tp—1, Wnxy) = 11...11
ca(T1Y1, T2Y2,s - -+ s Tn1Yn—1, TnYn) = 22...22
ca(T122, 0224, -+ -, Wn—122(n—1)> Wn22n) = 44 ... 44
ca(T123, 225, - - -, Wn—122(n41)> WnZ2n+1) = 33 ... 33
ca(y122, Y224, - - - ,yn,1z2(n_1),ynzzn) =33...33
ca(y123, Y225, - - -, Yn—122(n+1)» Ynzon+1) = 44...44
c4(2122, 2223, . . ., Z22n22n+1, Z2n+1%22n+2) = 1 21...21

Dari fungsi pewarnaan cy4 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A(gshack
(Hs,e,n)) < 4. Karena A(gshack(Hs,e,n)) < 4 dan A\(gshack(Hs,e,n)) > 4,
maka A(gshack(Hs,e,n)) = 4, sehingga A(gshack(Hs,e,n)) = Aa(gshack (Hs, e,
n)) = A3(gshack(Hs,e,n)) = 4.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\y(G) > A\3(G), maka \y(gshack(Hs,
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e,n)) > 4. Misal A\y(gshack(Hs,e,n)) = 4 seperti fungsi pewarnaan ¢4 maka
definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi
x1y1 diperoleh d(u) +d(v) —2 =5, |¢(N(e))| = 3 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} =
min{4,5} = 4, sehingga 3 # 4. Misal \s(gshack(Hs,e,n)) = 5 seperti pewar-
naan yang diilustrasikan oleh Gambar 4.7 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi xz3 diperoleh d(u) + d(v) — 2 = 6,
lc(N(e))| = 3 dan min{r, d(u) 4+ d(v) — 2} = min{4, 6} = 4, sehigga 3 % 4. Jadi
batas bawah yang lebih baik yaitu \y(gshack(Hs,e,n)) > 6.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa A4(gshack(Hs,e,n)) < 6
dengan mewarnai E(gshack(Hs, e,n)) seperti pada fungsi c¢s. Misal D = {1,2, ...,
k}adalah himpunan warna dari k-warna makg merupakan fungsi yang memetakan
setiap sisi ke himpunan warna D, c¢s5 : E(gshack(Hs, e,n)) — D, sehingga

pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

cs (w1, waTa, . .., Wp—1Tp—1, WnpTy) = 11...11
es(T1Y1, T2Y2, -+ oy Tne1Yn—1, TnlYn) = 22...22
cs(r122, X224, - - -, Wn—122(n—1)> Wpzop) = 44...44
c5(T123, 225, - -+, Wn—122(n41)s WnZ2n+1) = 66. .. 66
c5(Y122, Y224, - - s Yn—122(n—1)> YnZ2n) = 33...33
c5(Y123, Y225, - - Yn—122(n+1)> YnZont1) = 55...55
c5(2122, 2223, -« .+, ZonZon+1, Zon+12on42) = 1 21...21

Dari fungsi pewarnaan c; terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah \4(gshack
(Hs,e,n)) < 6. Karena \y(gshack(Hs,e,n)) < 6 dan \y(gshack(Hs,e,n)) > 6,
maka A\y(gshack(Hs,e,n)) = 6.
Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A5(G) > M\(G), maka \s(gshack
(Hs,e,n)) > 6. Misal \s(gshack(Hs,e,n)) = 6 seperti fungsi pewarnaan cs
maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh
sisi x122 diperoleh d(u) + d(v) —2 = 6, |¢(N(e))| = 4 dan min{r,d(u) + d(v) —
2} = min{5,6} = 5, maka 4 # 5. Jadi batas bawah yang lebih baik yaitu
As(gshack(Hs,e,n)) > 7. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa A5 (gshack(Hs,
e,n)) < 7 dengan mewarnai F(gshack(Hs,e,n)) seperti pada fungsi cg. Misal
D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna maka cg merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢ : FE(gshack(Hs,
e,n)) — D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

ce(w1T1, WaTa, ..., Wy—1Tp—1, WnTy) = 11...11
27...27 2, n ganjil

c6(T1Y1, T2Y2, - - - s Tn—1Yn—1, TnlYn) = 97...97. 1 genap
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c6(T122, 0224, - - -, Wn—122(n—1)> Wn22n) = 44 ... 44
c6(T123, 225, - - -, Wn—122(n+1)> WnZ2n+1) = 66. . .66
c6(Y122, Y224, - - s Yn—122(n—1)> Yn22n) = 33 ...33
c6(Y123, Y225, - - s Yn—122(n+1)> Yn?2n+1) = 55...55
17121...7121 71, n ganjil
c6(2122: 2223, - - Zon a1, Zn 1 2om42) = { 17121...7121, n genap

Dari fungsi pewarnaan cg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A5 (gshack
(Hs,e,n)) < 7. Karena A\5(gshack(Hs,e,n)) < 7 dan \s(gshack(Hs,e,n)) > 7,
maka A5 (gshack(Hs,e,n)) =T7.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\g(G) > A\5(G), maka \g(gshack
(Hs,e,n)) > 7. Misal A\¢(gshack(Hs,e,n)) = 7 seperti fungsi pewarnaan cg
maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh
sisi 1 z2 diperoleh d(u)+d(v)—2 = 6, |¢(N(e))| = 5 dan min{r, d(u)+d(v)—2} =
min{6,6} = 6, maka 5 # 6. Misal \¢(gshack(Hs,e,n)) = 8 seperti pewarnaan
yang diilustrasikan oleh Gambar 4.8 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak
terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi xjz3 diperoleh d(u) + d(v) — 2 = 6,
lc(N(e))| = 5 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{6,6} = 6, maka 5 # 6. Jadi
batas bawah yang lebih baik yaitu A\g(gshack(Hs,e,n)) > 9.

Selanjutnya unuk menunjukkan bahwa Ag(gshack(Hs,e,n)) < 9 dengan
mewarnai E(gshack(Hs, e,n)) seperti pada fungsi ¢;. Misal D = {1,2,...,k}
adalah himpunan warna dari k-warna maka ¢y merupakan fungsi yang memetakan
setiap sisi ke himpunan warna D, c¢7 : E(gshack(Hs, e,n)) — D, sehingga

pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

cr(wyry, woTa, . .., Wy—1Tp—1, WnpTy) = 88...88
27...27 2, n ganjil

c7lx 7:[} ,...,x — — 7'r =
7(z1y1, T2Y2 n=19n-1, Tnn) { 27...27, n genap

c7(T122, 0224, -+« , Wn—122(n—1), Wn22n) = 44 ... 44
c7(7123, 225, - - -, Wn—122(n41)> WnZ2n+1) = 66. . .66
(Y122, Y2245 - - - s Yn—122(n—1)> YnZ2n) = 33...33
c7(yY123, Y225, - s Yn—122(n+1)> Yn?2n+1) = 55...55
17921...7921 79, n ganjil
cr(a122, 2223, - ZnZant 1, Zin1 2ok 2) = { 17921...7921, n genap

Dari fungsi pewarnaan c¢7 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi 6-dinamis adalah
Xo(gshack(Hs,e,n)) < 9. Karena \¢(gshack(Hs,e,n)) < 9dan A\¢(gshack(Hs, e,
n)) > 9, maka A\¢(gshack(Hs,e,n)) = 9. Pada graf gshack(Hs,e,n) nilai dari
max{d(u) + d(v) — 2} = 6. Dengan demikian fungsi pewarnaan c7 juga berlaku

untuk r lainnya, dimana r > 6. Hal ini disebabkan pada saat r > 6 nilai min{r,
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max{d(u) + d(v) — 2}} = max{d(u) + d(v) — 2} = 6. Oleh karena itu, nilai
bilangan kromatik dinamis \,~¢(gshack(Hs,e,n)) = A¢(gshack(Hs,e,n)) = 9.

Berdasarkan uraian diatas, maka Teroema 2.1 terbukti. O

Selanjutnya adalah Teorema nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari

graf hasil operasi amal(Bts,v,n), berikut Teorema beserta pembuktiannya.

<& Teorema 0.2 Untuk n > 3, bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =
amal(Bts,v,n) adalah:

Ar<n(amal(Btz,v,n)) = 2n
2n+1, n=3

Anti<r<on—1(amal(Bt3,v,n)) =
2n, n >3

Ar=2n(a@mal(Bts,v,n)) = 2n + 1
Ar=on+1(amal(Bts,v,n)) = 2n+ 3
Ar>ont2(amal(Btz,v,n)) =2n+5

Bukti. Amal(Bts, v, n) memiliki himpunan titik V (amal(Bts,v,n)) = {x;, y;, 21,
241 <i < n}U{p} dan himpunan sisi E(Bts,v,n)) = {zy;, vz, ;2% prs, pys,
yizt,yizs; 1 < i < n}, sehingga | V(amal(Bts,v,n)) |= 4n+1 dan | E(amal(Bts,
v,n)) | = Tn, serta A(amal(Bt3,v,n)) = 2n.

Kasus 1. Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(G) < A(G) < A(G) + 1, sehingga
A(amal(Bt3,v,n)) > 2n. Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa A(amal(Bts, v,
n)) < 2n dengan mewarnai E(amal(Bts,v,n)) seperti pada fungsi c14. Misal
D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna maka ci;4 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢14 : E(amal(Bts,v,n))
— D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:

a. untuk n = 3

cuu(pry) =2i—-1;1<i<n
ca(pyi) =231 <i<n

Mm—1,i=1
cia(ziy;) = 93 9<i<n

; 2i+1, 1<i<n-—1
cra(wizy) = ‘
1, i=n
; 2042, 1<1<n—-1
c14(yizy) = .
2, i=n
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6, i=1
2% —2,2<i<3

C14 (arzzé) = {

cuu(yizy) =2i—1;1<i<n
b. untuk n > 3

cuu(pri) =2i—-11<i<n
cuu(pyi) =261 <i<n

2n—1,1=1
Al =9 9 g 0<i<n

i 2i+1,1<i<n-—1
cra(zizy) = )
1, 2=n

2 +2, 1<i<n-—1

014(yizi):{ 5 i

% +3, 1<i<n-—2
cra(x;2y) = 1, i=n-1

3,1=n

%44, 1<i<n—2
ca(yizd) =< 4, i=n—1

2, 1=n

Dari fungsi pewarnaan cy4 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A(amal
(Bts,v,n)) < 2n. Karena A(amal(Bts,v,n)) < 2n dan A\(amal(Bts,v,n)) > 2n,
maka \(amal(Bts,v,n)) = 2n, sehingga A(amal(Bts,v,n)) = ... = A, (amal(Bts,
v,m)) = 2n.

Kasus 2. Terdapat dua syarat untuk membuktikan A,4i<r<on—1(amal(Bts,

v,m)) yaitu sebagai berikut;

a. untuk n =3
Berdasarkan Observasi 1 bahwa A, 4+1(G) > A\ (G), maka A\,+1(amal (Bts,
v,m)) > 2n. Misal A\,y1(amal(Bts,v,n)) = 2n seperti fungsi pewarnaan
c14 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini dise-
babkan oleh sisi ziz; diperoleh d(u) + d(v) — 2 = 4, |e(N(e))| = 3 dan
min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{4,4} = 4, sehingga 3 # 4. Jadi, batas
bawah yang lebih baik yaitu A,11(amal(Bts,v, n)) > 2n + 1.
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b. untuk n > 3

79

Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\,+1(G) > A, (G), maka \,41(amal(Bts,
v,m)) > 2n. Misal \,t1(amal(Bts,v,n)) = 2n seperti pada fungsi pewar-

naan cy4, maka tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih besar

atau sama dengan nilai antara dari r dan jumlah derajat kedua titik yang

bertetangga dikurangi 2, sehingga fungsi c14 bagian b juga berlaku untuk

n + 1 dinamis, maka \,1(amal(Bts,v,n)) > 2n.

Selanjutnya untuk menunjukan bahwa A, 1(amal(Bts,v,n)) < 2n+1 dan A,41

(amal (Bts,v,n)) < 2n dengan mewarnai F(amal(Bts, v, n)) seperti pada fungsi

c15. Misal D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna maka ci5

merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ci5 :

E(amal(Bts,v,n)) — D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D

adalah sebagai berikut:

a. untuk n = 3

b. untuk n > 3

ci5(pri) =20 —1;1<i<n
cis(pyi) =2i;1<i<n
cis(ziyi) =2n+1;1<i<n

cis(i2)) = {

cis(yiz}) = {

615(252'2’%) =

crs5(yizh) =

2141, 1<i1<n-1
1, 1=n

2142, 1<i1<n—-1
2, 1=n

2143, 1<i<n—2
1, i=n-1
3,t=n

2144, 1<i<n-—2
4, 1=n—1

2, 1=n

cis(pri) =2 — 1,1 <i<n
cis(pyi) = 2i;1 <i<n

c15(ziyi) = {

015(961"2%) = {

n—1,i=1
2i—3,2<i<n

2i+1,1<i<n-—1

1, 1=n
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; 2i+2,1<i<n-—1
c15(yizy) = :
2, 1=n
2 +3, 1<i<n-—2
c15(x28) = 1,i=n-1
3,t=n
2i+4,1<i<n-—2
cs(yiz) =4 4, i=n-—1

2, 1=n
Dari fungsi pewarnaan cp5 terlihat bahwa;

a. untuk n =3
Bilangan kromatik sisi adalah A,yi(amal(Bts,v,n)) < 2n + 1. Karena
Ant1(amal(Bts,v,n)) < 2n+ 1 dan A\,y1(amal(Bts,v,n)) > 2n+ 1, maka
An+t1(amal(Bts,v,n)) = 2n + 1, sehingga A\,11(amal(Bts,v,n)) = --- =
Aon—1 (@mal(Bts,v,n)) =2n+1

b. untuk n > 3
Bilangan kromatik sisi adalah A,41(amal(Bts,v,n)) < 2n. Karena \,41
(amal(Bts,v,n)) < 2n dan \,4+1(amal(Bts,v,n)) > 2n, maka \,11(amal
(Bt3,v,n)) = 2n, sehingga A\p41(amal(Bt3,v,n)) = ... = Aap—1(amal(Bts,

v,m)) = 2n.

Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A2, (G) > Ag,—1(G), maka terdapat
dua kemungkinan yaitu Ay, (amal(Bts,v,n)) > 2n+1 dan Agy, (amal(Bts,v,n)) >
2n. Misal A\gj(amal(Bts,v,n)) = 2n + 1 seperti pada fungsi pewarnaan cs
bagian a, maka tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih be-
sar atau sama dengan nilai minimal antara r dan jumlah derajat kedua titik
yang bertetangga dikurangi 2, sehingga fungsi tesebut juga berlaku untuk 2n
dinamis dengan n = 3, maka Aoy, (amal(Bts,v,n)) > 2n + 1. Sedangkan untuk
n > 3, misal Ao, (amal(Bts,v,n)) = 2n seperti fungsi pewarnaan c;5 bagian
b maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan
oleh sisi px; diperoleh d(u) + d(v) —2 = 2n + 2, |¢(N(e))| = 2n — 1 dan
min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{2n,2n + 2} = 2n, sehingga 2n — 1 # 2n.
Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu Ae,(amal(Bts,v,n)) > 2n + 1. Se-
hingga dapat disimpulkan bahwa Mg, (amal(Bts,v,n)) > 2n + 1. Selanjutnya
untuk menunjukkan bahwa Mgy, (amal(Bts,v,n)) < 2n + 1 dengan mewarnai
E(amal(Bts,v,n)) seperti pada fungsi ;6. Misal D = {1,2,...,k} adalah him-

punan warna dari k-warna dan c1g merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi
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ke himpunan warna D, ci6 : E(amal(Bts,v,n)) — D, sehingga pemetaan setiap

sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

cie(pri) =21 —1;1<i<n
ci6(pyi) =20;1<i<n
cie(riyi) =2n+ 1,1 <i<n

: 2i+1,1<i<n-1
ci6(ziz1) = .
1, i=n

i 2042, 1<i<n-1

c16(yiz1) = .

2, 1=mn

2143, 1<i<n—-2
616(1}12’%): 1, i=n-—1

3,t=n

2i+4, 1<i<n-—2
c16(yizs) = 4, i=n-—1

L 2, 1=mn

Dari fungsi pewarnaan c;¢ terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah Ay, (amal
(Bts,v,n)) < 2n+1. Karena Aoy, (amal(Bts,v,n)) < 2n+1 dan Ag, (amal(Bts, v,
n)) > 2n + 1, maka Aoy, (amal(Bts,v,n)) = 2n + 1.
Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa Aop+1(G) > Aon(G), maka Ao,y
(amal(Bts,v,n)) > 2n+ 1. Misal Agp+1(amal(Bts,v,n)) = 2n+ 1 seperti fungsi
pewarnaan ci1g maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini
disebabkan oleh sisi px; diperoleh d(u) 4+ d(v) —2 =2n+2, |¢(N(e))| = 2n dan
min{r, d(u) + d(v) — 2} = min{2n + 1,2n + 2} = 2n + 1, sehingga 2n # 2n + 1.
Misal Agp+1(amal(Bts,v,n)) = 2n+ 2 seperti yang diilustrasikan oleh pewaraan
graf amal(Bts,v,4) pada Gambar 4.18, maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi px; diperoleh d(u) + d(v) — 2 = 10,
lc(N(e))| = 8 dan min{r,d(u) + d(v) — 2} = min{9,10} = 9, maka 8 # 9. Jadi,
batas bawah yang lebih baik yaitu Agy,t1(amal(Bts,v,n)) > 2n + 3.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa Ag,y1(amal(Bts,v,n)) <
2n + 3 dengan mewarnai E(amal(Bts,v,n)) seperti pada fungsi ¢17. Misal D =
{1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna maka c¢;7 merupakan fungsi
yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢17 : E(amal(Bts,v,n)) — D,

sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

cir(pri) =2 - 1,1 <i<n
car(py;)) =21 <i<n
crr(wiyi) =2n+3;1 <i<n
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n+1;1<i1<n

ci7(wiz)) =
dy=2m+2;1<i<n

c17(yiz
2143, 1<i<n—-2
617337,22 { 1, 1=n-1
3,1=n
2144, 1<i<n—2
cr7(yizh) = 4, i=n—1
2, t=mn

Dari fungsi pewarnaan c17 terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah Agj 41
(amal(Btz,v,n)) < 2n + 3. Karena Aopi1(amal(Bts,v,n)) < 2n + 3 dan
Aont1(amal (Bts,v,n)) > 2n + 3, maka Agp1(amal(Bts,v,n)) = 2n + 3.
Kasus 5. Berdasarkan Observasi 1 bahwa Aoy +2(G) > Aopt1(G), maka Agpio
(amal(Bts,v,n)) > 2n+ 3. Misal Aapt2(amal(Bts,v,n)) = 2n+ 3 seperti fungsi
pewarnaan ci7 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini
disebabkan oleh sisi px; diperoleh d(u)+d(v)—2 = 2n+2, |¢(N(e))| = 2n+1 dan
min{r, d(u) +d(v) — 2} = min{2n+2, 2n+2} = 2n+2, schingga 2n+1 % 2n+2.
Misal A\oj42(amal(Bts,v,n)) = 2n+ 4 seperti yang diilustrasikan oleh pewaraan
graf amal(Bts,v,4) pada Gambar 4.19, maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis
tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi px; diperoleh d(u) + d(v) — 2 = 10,
lc(N(e))| =9 dan min{r, d(u) + d(v) — 2} = min{10, 10} = 10, sehingga 9 # 10.
Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu Agy,yo(amal (Bts,v,n)) > 2n + 5.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa Ag,yo(amal(Bts,v,n)) < 2n +
5 dengan mewarnai E(amal(Bts,v,n)) seperti pada fungsi c¢;g. Misal D =
{1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna dan c;g merupakan fungsi
yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢15 : E(amal(Bts,v,n)) — D,

sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

cig(pri) =2i — 151 <i<n
cs(py) =2i;1<i<n
cas(ziyi) =2n+51<i<n
clg(xzzl) =2n+1;1<i<n
cis(yizd) =2n+2;1<i<n
(1;28) =2n+3;1<i<n
(yiz) =2n+41<i<n

C18\T;
C18\Yiz
Dari fungsi pewarnaan c;g terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah Agj 4o

(amal(Btsz,v,n)) < 2n+ 5. Karena A\ay12 (amal(Bts,v,n)) < 2n+5 dan Ag,yo
(amal(Bts,v,n)) > 2n + 5, maka A\ojy2(amal(Btz,v,n)) = 2n + 5. Pada graf
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amal(Bts,v,n) nilai dari max{d(u) + d(v) — 2} = 2n + 2. Dengan demikian
fungsi pewarnaan cig juga berlaku untuk r lainnya, dimana r > 2n + 2. Hal
ini disebabkan pada saat r > 2n + 2 nilai min{r, max{d(u) + d(v) — 2}} =
max{d(u)+d(v) —2} = 2n+2. Oleh karena itu, nilai bilangan kromatik dinamis
Arsaont2(amal(Bts,v,n)) = Aapt2(amal(Bts,v,n)) = 2n + 5. Berdasarkan ura-

ian diatas, maka Teorema 2.2 terbukti. O

Selanjutnya adalah Teorema nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari

graf hasil operasi Amal(Sy,v,n), berikut Teorema beserta pembuktiannya.

& Teorema 0.3 Untuk n > 3 bilangan kromatik sisi r-dinamis pada graf G =

amal(Sy,v,n) adalah:

4, n=3

Ar<n—1(amal(Sy,v,n)) = { hon 3

Ar=n(amal(Sy,v,n)) =n+1
Ar=n+1(amal(Sg,v,n)) =n+ 2
Ar>nt2(amal(Sy,v,n)) =n+3

Bukti. Amal(S4,v,n) memiliki himpunan titik V(amal(S4,v,n)) = {x;, y;'-; 1<
i <n,1 <j<3}U{p} dan himpunan sisi E(amal (Ss,v,n)) = {ziy;;1 < i <
n,1 <7 <3}U{px;;1 < i < n}, sehingga p =| V(amal(Ss,v,n)) | = 4n + 1
dan ¢ =| E(amal(S4,v,n)) |= 4n, serta A(amal(Ss,v,n)) = 4 untuk n = 3 dan
A(amal(S4,v,n)) = n untuk n > 3.

Kasus 1. Terdapat dua syarat untuk membuktikan A\, <,—1(amal(Ss, v, n)) yaitu

sebagai berikut;

a. untuk n =3
Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(G) < A(G) < A(G)+1, sehingga \(amal
(Sy,v,n)) > 4.

b. untuk n > 3
Berdasarkan Teorema 1 bahwa A(G) < A(G) < A(G)+1, sehingga A(amal
(Sg,v,m)) > n.

Selanjutnya untuk menunjukkan bahwa A(amal(S4,v,n)) < 4 dan A(amal
(S4,v,n)) < n dengan mewarnai E(amal(Sy,v,n)) seperti pada fungsi ¢;9. Misal
D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna maka cj9 merupakan
fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D, ¢g : E(amal(Sy,v,n))
— D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai
berikut:
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a. untuk n =3

)
A
©
—
8
S
<
.
SN—
I
——
N
-~
I

i+1,i=1,2
, 1—1,1=2,3
c19(ziys) :{ 5 i

b. untuk n > 3

1, i1=n
1+1,1<i<n-1

cro(ziy)) = {

1, i=n—1
clg(xiyé) = 2, 1=n
i+2, 1<i<n-—2

1, i=n-2
, 2, 1=n-—1
ciolizp) = 3,1=n

1+3, 1<i<n—-3
Dari fungsi pewarnaan cjg terlihat bahwa;

a. untuk n =3
Bilangan kromatik sisi adalah A(amal(Sy,v,n)) < 4. Karena A(amal(Sy,
v,n)) < 4 dan A(amal(Sy,v,n)) > 4, maka A(amal(S4,v,n)) = 4, schingga
Aamal(Sy,v,n)) = ... = Ap—1(amal(Ss,v,n)) =4

b. untuk n > 3
Bilangan kromatik sisi adalah A(amal(Sy, v,n)) < n. Karena A(amal(Sy, v,
n)) < n dan A(amal(Sy,v,n)) > n, maka A\(amal(Sys,v,n)) = n, sechingga
Aamal(Sy,v,n)) = ... = Ay—1(amal(Sy,v,n)) = n.

Kasus 2. Berdasarkan Observasi 1 bahwa \,(G) > A\,_1(G), maka terdapat
dua kemungkinan yaitu \,(amal(Sy,v,n)) > 4 atau A,(amal(Sy,v,n)) > n.
Misal A, (amal(Sy,v,n)) = 4 seperti pada fungsi pewarnaan cjg bagian a, maka
tidak ada jumlah warna sisi yang bersisian tidak lebih besar atau sama den-

gan nilai minimal antara r dan jumlah derajat kedua titik yang bertetangga
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dikurangi 2 sehingga fungsi pewarnaan cig bagian a juga berlaku untuk n di-
namis dengan n = 3, maka \,(amal(S4,v,n)) > 4. Sedangkan untuk n > 3
misal A, (amal(Sy,v,n)) = n seperti fungsi pewarnaan cig9 bagian b maka defin-
isi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan oleh sisi pz;
diperoleh d(u) +d(v) —2 = n+2, |¢(N(e))| = n—1 dan min{r,d(u) +d(v) —2} =
min{n,n + 2} = n, sehingga n — 1 # n. Jadi, batas bawah yang paling
baik yaitu A,(amal(Ss,v,n)) > n+ 1. Dari n dinamis dengan n = 3 adalah
An(amal(Sy,v,n)) = 4 terlihat bahwa A\, (amal(Ss,v,n)) = n + 1. Sehingga da-
pat disimpulkan bahwa A, (amal(S4,v,n)) > n + 1. Selanjutnya untuk menun-
jukkan bahwa A, (amal(Sy,v, n)) < n+ 1 de-ngan mewarnai E(amal(Sy,v,n))
seperti pada fungsi cgg. Misal D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari
k-warna maka cog merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan
warna D, ¢y @ E(amal(Sy,v,n)) — D, sehingga pemetaan setiap sisi ke him-

punan warna D adalah sebagai berikut:

a. untuk n = 3

i 1, =3
W)= e

» 1—1,1=2,3
c20(Tiy3) :{ 3 i=1

b. untuk n > 3

i+1,1<i<n-1

l,i=n-1
Cgo(l‘iyé): 2, 1=n

czo(a:izg) =n-+1

Dari fungsi pewarnaan cgg terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A\, (amal
(S4,v,m)) < n+ 1. Karena \,(amal(Sy,v,n)) < n+1 dan \,(amal(Sy,v,n)) >
n + 1, maka \,(amal(Sy,v,n)) =n+ 1.
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Kasus 3. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A\,4+1(G) > A\, (G), maka \p,41 (amal
(S4,v,m)) > n+ 1. Misal A, y1(amal(Ss,v,n)) = n+1 seperti fungsi pewarnaan
co0 maka definisi pewarnaan sisi r-dinamis tidak terpenuhi. Hal ini disebabkan
oleh sisi px; diperoleh d(u) 4+ d(v) —2 =n+2, [¢(N(e))| = n dan min{r, d(u) +
d(v)—2} = min{n+1,n+2} = n+1, sehingga n ? n+1. Jadi, batas bawah yang
paling baik yaitu A,t1(amal(Sg,v,n)) > n+2. Selanjutnya untuk menunjukkan
bahwa A, 11(amal(Sy,v,n)) < n+ 2 dengan mewarnai E(amal(Sy,v,n)) seperti
pada fungsi co1. Misal D = {1,2,...,k} adalah himpunan warna dari k-warna
dan co; merupakan fungsi yang memetakan setiap sisi ke himpunan warna D,
co1 : E(amal(Sy,v,n)) — D, sehingga pemetaan setiap sisi ke himpunan warna
D adalah sebagai berikut:

con(px;) =i;1<i<n
coar(ziyi) =n+1L1<i<n
. 1, i=n
co1(ziys) = ’
21(@i%2) it1,1<i<n—1

co1(wizh) =n+21<i<n

Dari fungsi pewarnaan cs; terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A,

(amal (S4,v,1n)) < n+2. Karena \p41(amal (Ss,v,n)) < n+2 dan A\p41(amal(Sy,
v,n)) > n+ 2, maka \,11(amal(Sy,v,n)) =n+ 2.

Kasus 4. Berdasarkan Observasi 1 bahwa A,42(G) > A\p41(G), maka A,qo

(amal(Sy,v,n)) > n+2. Misal \,42(amal(Sy,v,n)) = n+2 maka fungsi pewar-

naannya adalah pada c1. Dengan demikian untuk d(u)+d(v) —2 = n+ 2, misal

pr1, |c(N(e))| = n+1 dan min{r, d(u)+d(v)—2} = min{n+2,n+2} = n+2, maka

n+1 % n+ 2. Jadi, batas bawah yang lebih baik yaitu A,y2(amal(Ss,v,n)) >

n + 3. Selanjutnya akan ditunjukan bahwa A, 2(amal(Ss,v,n)) < n + 3 den-

gan mewarnai E(amal(Sy,v,n)) seperti pada fungsi coo. Misal D = {1,2,...,k}

adalah himpunan warna dari k-warna dan cae merupakan fungsi yang memetakan

setiap sisi ke himpunan warna D, ¢oo : E(amal(Ss,v,n)) — D, sehingga pemetaan

setiap sisi ke himpunan warna D adalah sebagai berikut:

caa(pr;) =41 <i<n
exn(riy)=n+1;1<i<n
co(riyh) =n—+2;1<i<n
CQQ(xizg) =n+31<i<n

Dari fungsi pewarnaan cgo terlihat bahwa bilangan kromatik sisi adalah A2
(amal (S4,v,m)) < n+3. Karena \,412(amal(Sy,v,n)) < n+3 dan A,y2(amal(Ss,
v,n)) > n+ 3, maka A\pj2(amal(Sy,v,n)) = n+ 3. Pada graf amal(Sy, v,n) ni-

lai max{d(u) + d(v) — 2} = n + 2. Dengan demikian fungsi pewarnaan cg;
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juga berlaku untuk r lainnya, dimana r > n + 2. Hal ini disebabkan oleh nilai
min{r,max{d(u) + d(v) — 2} = n + 2. Oleh karena itu, nilai kromatik dinamis
Arsnp2(amal(Sy,v,n)) = A\pg2(amal(Sy,v,n)) = n + 3. Berdasarkan uraian di-

atas, maka Teorema 2.3 terbukti. O

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa
Graf gshack(Hs,e,n) dengan n > 3 diperoleh A(gshack (Hs,e,n)) = Ag(gshack
(Hs,e,n)) = As(gshack(Hs,e,n)) = 4, As(gshack(Hs, e,n)) = 6, A5(gshack(Hs,
e,n)) =17, dan A\>¢(gshack(Hs,e,n)) = 9. Graf amal(Bts,v,n) dengan n > 3
diperoleh A\,<p(amal(Bts,v,n)) = 2n, Apti<r<an—1(amal(Bts,v,n)) = 2n + 1,
untuk n = 3 dan Apy1<r<on—1(amal(Bts, v,n)) = 2n untuk n > 3, A=, (amal
(Bts,v,n)) = 2n+1, Ar=an+1(amal(Btz,v,n)) = 2n+3, serta \;>2,+2(amal(Bts,
v,n)) = 2n+ 5. Graf amal(S4,v,n) dengan n > 3 diperoleh A\,<,_1(amal(Sy, v,
n)) = 4 untuk n = 3 dan A, <,—1(amal(Ss,v,n)) = nuntuk n > 3, A\,—=, (amal(S4,
v,n)) =n+1, Ap=py1(amal(Ss,v,n)) = n+ 2, Serta \p>py2(amal(Ss,v,n)) =
n+ 3.

Masalah Terbuka 1 Tentukan nilai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari
grafhasil operasi shaclke dan amalgamasi antara dua graf yang lain. Tentukan

ni-lai kromatik pewarnaan sisi r-dinamis dari graf hasil operasi gshack(H,y,,€,n),
Amal(Bty,,v,n) dan Amal(Sy,,v,n).
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